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3 导数 

湖南师大附中, 数学教研组, 张湘君 

1.(2007.I.20) 设函数 ( ) e ex xf x   ． 

（Ⅰ）证明： ( )f x 的导数 ( ) 2f x ≥ ； 

（Ⅱ）若对所有 0x≥ 都有 ( )f x ax≥ ，求 a的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.(2007.II.8) 已知曲线
2

3ln
4

x
y x  的一条切线的斜率为

1

2
，则切点的横坐标为(      ) 

A．3        B．2           C．1          D．
1

2
 

3.(2007.II.22) 已知函数 3( )f x x x  ． 

（1）求曲线 ( )y f x 在点 ( ( ))M t f t， 处的切线方程； 

（2）设 0a  ，如果过点 ( )a b， 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，证明： ( )a b f a   ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.(2008.I.7) 设曲线
1

1

x
y

x





在点 (3 2)， 处的切线与直线 1 0ax y   垂直，则a  (      ) 

A．2           B．
1

2
          C．

1

2
          D． 2  
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5.(2008.I.19) 已知函数 3 2( ) 1f x x ax x    ，aR ． 

（Ⅰ）讨论函数 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）设函数 ( )f x 在区间
2 1

3 3

 
  
 

， 内是减函数，求 a的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

6.(2008.II.14) 设曲线 axy e 在点 (0 1)，处的切线与直线 2 1 0x y   垂直，则a          ． 

7.(2008.II.22) 设函数
sin

( )
2 cos

x
f x

x



． 

（Ⅰ）求 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）如果对任何 0x≥ ，都有 ( )f x ax≤ ，求 a的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

8.(2009.I.9) 已知直线 y=x+1 与曲线 y ln( )x a  相切，则 α 的值为             (      ) 

A. 1                B. 2                 C.  -1               D. -2 

9.(2009.I.22) 设函数   3 23 3f x x bx cx   在两个极值

点 1 2x x、 ，且 1 2[ 1 0], [1,2].x x  ，  

(I) 求b c、 满足的约束条件，并在下面的坐标平面内，

画出满足这些条件的点  ,b c 的区域； 

(II) 证明：  2

1
10

2
f x    .  
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10.(2009.II.4) 曲线
2 1

x
y

x



在点  1,1 处的切线方程为                    (      ) 

A. 2 0x y          B. 2 0x y          C. 4 5 0x y          D. 4 5 0x y    

11.(2009.II.22) 设函数    2 1f x x aIn x   有两个极值点
1 2x x、 ，且

1 2x x  

（I）求 a的取值范围，并讨论  f x 的单调性； 

（II）证明：  2

1 2 2

4

In
f x


  

 

 

 

 

 

 

 

 

12.(2010.I.22) 设函数   1 xf x e  ． 

（Ⅰ）证明：当 x＞-1时，  
1

x
f x

x



； 

（Ⅱ）设当 0x  时，  
1

x
f x

ax



，求 a 的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

 

13.(2011.I.9) 由曲线 y x ，直线 2y x  及 y 轴所围成的图形的面积为    (      ) 

A. 
10

3
              B. 4                 C. 

16

3
               D. 6 

14.(2011.I.11) 设函数 ( ) sin( ) cos( )( 0, )
2

f x x x


           的最小正周期为 ，且

( ) ( )f x f x  ，则                                                   (      ) 

   A. ( )f x 在 0,
2

 
 
 

单调递减                 B. ( )f x 在
3

,
4 4

  
 
 

单调递减 

   C. ( )f x 在 0,
2

 
 
 

单调递增                D. ( )f x 在
3

,
4 4

  
 
 

单调递增 
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15.(2011.I.21) 已知函数
ln

( )
1

a x b
f x

x x
 


，曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程为

2 3 0x y   。 

（Ⅰ）求 a、b 的值； 

（Ⅱ）如果当 0x  ，且 1x  时，
ln

( )
1

x k
f x

x x
 


，求 k 的取值范围 

 

 

 

 

 

 

16.(2011.II.8) 曲线 2 1xy e  在点(0,2)处的切线与直线 0y  和 y x 围成的三角形的面积为 

(      ) 

A. 
1

3
               B. 

1

2
               C. 

2

3
                D. 1 

17.(2011.II.22) (I) 设函数
2

( ) ln(1 )
2

x
f x x

x
  


，证明：当 0x  时， ( ) 0f x  ； 

(II) 从编号 1 到 100 的 100 张卡片中每次随即抽取一张，然后放回，用这种方式连续抽取 20

次，设抽得的 20 个号码互不相同的概率为 p .证明： 19

2

9 1
( )
10

p
e

   

 

 

 

 

 

 

18.(2012.I.12) 设点P 在曲线
1

2

xy e 上，点Q在曲线 ln(2 )y x 上，则 PQ 最小值为(      ) 

( )A 1 ln 2           ( )B  2(1 ln 2)       ( )C  1 ln 2           ( )D 2 ( 1 l n 2 )  

19.(2012.I.21) 已知函数 ( )f x 满足满足 1 21
( ) (1) (0)

2

xf x f e f x x   ； 

（1）求 ( )f x 的解析式及单调区间； 

（2）若 21
( )

2
f x x ax b   ，求 ( 1)a b 的最大值。 
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20.(2012.II.20) 设函数 ( ) cos , [0, ]f x ax x x    。 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）设 ( ) 1 sinf x x  ，求 a的取值范围。 

 

 

 

 

 

 

21.(2013.I.21) 已知函数 ( )f x ＝ 2x ax b  ， ( )g x ＝ ( )xe cx d ，若曲线 ( )y f x 和曲线 ( )y g x

都过点 P(0，2)，且在点 P 处有相同的切线 4 2y x   

（Ⅰ）求 a，b ， c， d 的值； 

（Ⅱ）若 x ≥－2 时， ( )f x ≤ ( )kg x ，求 k 的取值范围.  

 

 

 

 

 

 

22.(2013.II.10) 已知函数 3 2( )f x x ax bx c    ，下列结论中错误的是      (      ) 

A. 
0x R，

0( ) 0f x 
   

                B. 函数 ( )y f x 的图像是中心对称图形 

C. 若
0x 是 ( )f x 的极小值点，则 ( )f x 在区间

0( , )x 上单调递减 

D. 若 0x 是 ( )f x 的极值点，则 0'( ) 0f x   

23.(2013.II.21) 已知函数 )ln()( mxexf x  ． 

（Ⅰ）设 0x  是 ( )f x 的极值点，求m ，并讨论 ( )f x 的单调性； 

（Ⅱ）当 2m  时，证明 ( ) 0f x  ． 
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24.(2014.I.11) 已知函数 ( )f x = 3 23 1ax x  ， 若 ( )f x 存在唯一的零点
0x ，且

0x ＞0，则a的取

值范围为                                                          (      ) 

A .（2，+∞）       B .（-∞，-2）        C .（1，+∞）        D .（-∞，-1） 

25.(2014.I.21) 设函数
1

( 0 ln
x

x be
f x ae x

x



  ，曲线 ( )y f x 在点（1， (1)f 处的切线为

( 1) 2y e x   . (Ⅰ)求 ,a b； （Ⅱ）证明： ( ) 1f x  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

26.(2014.II.8) 设曲线 y=ax-ln(x+1)在点(0,0)处的切线方程为 y=2x，则 a=    (      ) 

A. 0                B. 1                 C. 2                 D. 3 

27.(2014.II.12) 设函数   3sin xf x
m
 .若存在  f x 的极值点 0x 满足  

2
2 2

0 0x f x m    ，则

m 的取值范围是                                                     (      ) 

A.    , 6 6,      B.    , 4 4,       C.    , 2 2,       D.    , 1 4,     

28.(2014.II.21) 已知函数  f x = 2x xe e x  zxxk 

（Ⅰ）讨论  f x 的单调性； 

（Ⅱ）设      2 4g x f x bf x  ，当 0x  时，   0g x  ,求b 的最大值； 

（Ⅲ）已知1.4142 2 1.4143  ，估计 ln2 的近似值（精确到 0.001） 

 

 

 

 

 

 

 

 

29.(2015.I.12) 设函数 ( )f x = (2 1)xe x ax a   ,其中 a 1，若存在唯一的整数 0x ，使得 0( )f x 0，

则 a的取值范围是                                                   (      ) 

A. [-
3

2e
，1）        B. [-

3

2e
，

3

4
）        C. [

3

2e
，

3

4
）        D. [

3

2e
，1） 
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30.(2015.I.21) 已知函数 f（x）= 3 1
, ( ) ln

4
x ax g x x    .[来源:Zxxk.Com] 

(Ⅰ)当 a 为何值时，x 轴为曲线 ( )y f x  的切线； 

（Ⅱ）用min   ,m n  表示 m,n 中的最小值，设函数 ( ) min ( ), ( ) ( 0)h x f x g x x   ，讨论 h

（x）零点的个数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

31.(2015.II.21) 设函数 2( ) mxf x e x mx   ． 

(Ⅰ) 证明： ( )f x 在 ( ,0) 单调递减，在 (0, ) 单调递增； 

（Ⅱ）若对于任意 1 2, [ 1,1]x x   ，都有 1 2( ) ( ) 1f x f x e   ，求m 的取值范围． 
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3 导数 

湖南师大附中, 数学教研组, 张湘君 

1.(2007.I.20) 设函数 ( ) e ex xf x   ． 

（Ⅰ）证明： ( )f x 的导数 ( ) 2f x ≥ ； 

（Ⅱ）若对所有 0x≥ 都有 ( )f x ax≥ ，求 a的取值范围． 

分析：（Ⅰ） ( )f x 的导数 ( ) e ex xf x    ．由于e e 2 e e 2x -x x x ≥ ，故 ( ) 2f x ≥ ． 

（当且仅当 0x  时，等号成立）． 

（Ⅱ）令 ( ) ( )g x f x ax  ，则 ( ) ( ) e ex xg x f x a a      ， 

（ⅰ）若 2a≤ ，当 0x  时， ( ) e e 2 0x xg x a a      ≥ ， 

故 ( )g x 在 (0 )，∞ 上为增函数，所以， 0x≥ 时， ( ) (0)g x g≥ ，即 ( )f x ax≥ ． 

（ⅱ）若 2a  ，方程 ( ) 0g x  的正根为
2

1

4
ln

2

a a
x

 
 ， 

此时，若 1(0 )x x ， ，则 ( ) 0g x  ，故 ( )g x 在该区间为减函数． 

所以， 1(0 )x x ， 时， ( ) (0) 0g x g  ，即 ( )f x ax ，与题设 ( )f x ax≥ 相矛盾． 

综上，满足条件的 a的取值范围是  2∞， ． 

2.(2007.II.8) 已知曲线
2

3ln
4

x
y x  的一条切线的斜率为

1

2
，则切点的横坐标为(      ) 

A．3        B．2           C．1          D．
1

2
 

分析：A.  

3.(2007.II.22) 已知函数 3( )f x x x  ． 

（1）求曲线 ( )y f x 在点 ( ( ))M t f t， 处的切线方程； 

（2）设 0a  ，如果过点 ( )a b， 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，证明： ( )a b f a   ． 

分析：（1）求函数 ( )f x 的导数； 2( ) 3 1x xf    ．曲线 ( )y f x 在点 ( ( ))M t f t， 处的切线

方程为： ( ) ( )( )y f t f t x t   ，即 2 3(3 1) 2y t x t   ． 

The High School Attached to Hunan Normal University 
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（2）如果有一条切线过点 ( )a b， ，则存在 t ，使 2 3(3 1) 2b t a t   ． 

于是，若过点 ( )a b， 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，则方程 3 22 3 0t at a b     

有三个相异的实数根．记 3 2( ) 2 3g t t at a b    ，则 2( ) 6 6g t t at   6 ( )t t a  ． 

当 t 变化时， ( ) ( )g t g t， 变化情况如下表： 

t  ( 0)，  0 (0 )a，  a  ( )a ，  

( )g t    0   0   

( )g t   
极大值

a b  
 

极小值

( )b f a  
 

由 ( )g t 的单调性，当极大值 0a b  或极小值 ( ) 0b f a  时，方程 ( ) 0g t  最多有一个实数根； 

当 0a b  时，解方程 ( ) 0g t  得
3

0
2

a
t t ， ，即方程 ( ) 0g t  只有两个相异的实数根； 

当 ( ) 0b f a  时，解方程 ( ) 0g t  得
2

a
t t a  ， ，即方程 ( ) 0g t  只有两个相异的实数根． 

综上，如果过 ( )a b， 可作曲线 ( )y f x 三条切线，即 ( ) 0g t  有三个相异的实数根，则

0

( ) 0.

a b

b f a

 


 

，
即 ( )a b f a   ． 

4.(2008.I.7) 设曲线
1

1

x
y

x





在点 (3 2)， 处的切线与直线 1 0ax y   垂直，则a  (      ) 

A．2           B．
1

2
          C．

1

2
          D． 2  

分析：D.  由
 

32

1 2 2 1
1 , ' , ' | , 2, 2

1 1 21
x

x
y y y a a

x x x



          

  
.  

5.(2008.I.19) 已知函数 3 2( ) 1f x x ax x    ，aR ． 

（Ⅰ）讨论函数 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）设函数 ( )f x 在区间
2 1

3 3

 
  
 

， 内是减函数，求 a的取值范围． 

分析：（1） 3 2( ) 1f x x ax x    求导： 2( ) 3 2 1f x x ax     

当 2 3a ≤ 时， 0≤ ， ( ) 0f x ≥ ， ( )f x 在R 上递增 
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当 2 3a  ， ( ) 0f x  求得两根为
2 3

3

a a
x

  
 ， 

即 ( )f x 在
2 3

3

a a   
 
 
 

， 递增，
2 23 3

3 3

a a a a      
 
 
 

， 递减， 

2 3

3

a a   
 

 
 

， 递增 

（2）

2

2

3 2

3 3

3 1

3 3

a a

a a

  




  



≤

≥

，且 2 3a  解得：
7

4
a≥  

6.(2008.II.14) 设曲线 axy e 在点 (0 1)，处的切线与直线 2 1 0x y   垂直，则a          ． 

分析：2 

【解析】 axaey ' ，∴切线的斜率 ayk x  0' ，所以由 1)
2

1
( a 得 2a  

7.(2008.II.22) 设函数
sin

( )
2 cos

x
f x

x



． 

（Ⅰ）求 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）如果对任何 0x≥ ，都有 ( )f x ax≤ ，求 a的取值范围． 

分析：（Ⅰ）
2 2

(2 cos )cos sin ( sin ) 2cos 1
( )

(2 cos ) (2 cos )

x x x x x
f x

x x

   
  

 
．     2 分 

当
2π 2π

2 π 2 π
3 3

k x k    （ kZ）时，
1

cos
2

x   ，即 ( ) 0f x  ； 

当
2π 4π

2 π 2 π
3 3

k x k    （ kZ）时，
1

cos
2

x   ，即 ( ) 0f x  ． 

因此 ( )f x 在每一个区间
2π 2π

2 π 2 π
3 3

k k
 

  
 

， （ kZ）是增函数， 

( )f x 在每一个区间
2π 4π

2 π 2 π
3 3

k k
 

  
 

， （ kZ）是减函数． ·················· 6 分 

（Ⅱ）令 ( ) ( )g x ax f x  ，则
2

2cos 1
( )

(2 cos )

x
g x a

x


  

 2

2 3

2 cos (2 cos )
a

x x
  

 
 

2
1 1 1

3
2 cos 3 3

a
x

 
    

 
．故当

1

3
a≥ 时， ( ) 0g x ≥ ． 
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又 (0) 0g  ，所以当 0x≥ 时， ( ) (0) 0g x g ≥ ，即 ( )f x ax≤ ． ··············· 9 分 

当
1

0
3

a  时，令 ( ) sin 3h x x ax  ，则 ( ) cos 3h x x a   ． 

故当  0 arccos3x a ， 时， ( ) 0h x  ．因此 ( )h x 在 0 arccos3a， 上单调增加． 

故当 (0 arccos3 )x a ， 时， ( ) (0) 0h x h  ，即sin 3x ax ． 

于是，当 (0 arccos3 )x a ， 时，
sin sin

( )
2 cos 3

x x
f x ax

x
  


． 

当 0a≤ 时，有
π 1 π

0
2 2 2

f a
 

  
 

≥ ． 

因此， a的取值范围是
1

3

 


 
， ．                       12 分 

8.(2009.I.9) 已知直线 y=x+1 与曲线 y ln( )x a  相切，则 α 的值为             (      ) 

A. 1                B. 2                 C.  -1               D. -2 

分析：B. 设切点 0 0( , )P x y ，则 0 0 0 0ln1, ( )y x ay x    ,又
0

'

0

1
| 1x xy

x a
  


 

0 0 01 0, 1 2x a y x a         . 

9.(2009.I.22) 设函数   3 23 3f x x bx cx   在两个极值

点 1 2x x、 ，且 1 2[ 1 0], [1,2].x x  ，  

(I) 求b c、 满足的约束条件，并在下面的坐标平面内，

画出满足这些条件的点  ,b c 的区域； 

(II) 证明：  2

1
10

2
f x    .  

分析：（I）这一问主要考查了二次函数根的分布

及线性规划作可行域的能力。大部分考生有思路并能

够得分。   23 6 3f x x bx c    由题意知方程   0f x  有两个根 1 2x x、  

1 [ 1 0],x  且 ， 2 [1,2].x  则有  1 0f    ， 

 0 0f   ，    1 0 2 0f f  ， 故有 
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右图中阴影部分即是满足这些条件的点  ,b c 的区域。 

(II)这一问考生不易得分，有一定的区分度。主要原因是含字母较多，不易找到突破口。此

题主要利用消元的手段，消去目标   3 2

2 2 2 23 3f x x bx cx   中的b ，（如果消  c会较繁琐）再

利用
2x 的范围，并借助（I）中的约束条件得 [ 2,0]c  进而求解，有较强的技巧性。 

解： 由题意有   2

2 2 23 6 3 0f x x bx c     ．．．．．．．．．．．．① 

又   3 2

2 2 2 23 3f x x bx cx   ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．② 

   消去b 可得   3

2 2 2

1 3

2 2

c
f x x x   ． 

又 2 [1,2]x  ，且 [ 2,0]c     
2

1
1 0 ( )

2
f x     

10.(2009.II.4) 曲线
2 1

x
y

x



在点  1,1 处的切线方程为                    (      ) 

A. 2 0x y          B. 2 0x y          C. 4 5 0x y          D. 4 5 0x y    

分析： 1 1 12 2

2 1 2 1
| | [ ] | 1

(2 1) (2 1)
x x x

x x
y

x x
  

 
     

 
, 

故切线方程为 1 ( 1)y x    ,即 2 0x y       故选 B. 

11.(2009.II.22) 设函数    2 1f x x aIn x   有两个极值点 1 2x x、 ，且 1 2x x  

（I）求 a的取值范围，并讨论  f x 的单调性； 

（II）证明：  2

1 2 2

4

In
f x


  

分析：（I）  
22 2

2 ( 1)
1 1

a x x a
f x x x

x x

 
     

 
 

  令 2( ) 2 2g x x x a   ，其对称轴为
1

2
x   。由题意知 1 2x x、 是方程 ( ) 0g x  的两个均大于

1 的不相等的实根，其充要条件为
4 8 0

( 1) 0

a

g a

   


  
，得

1
0

2
a   

⑴当 1( 1, )x x  时，   0, ( )f x f x   在 1( 1, )x 内为增函数； 

⑵当 1 2( , )x x x 时，   0, ( )f x f x   在 1 2( , )x x 内为减函数； 

⑶当 2,( )x x  时，   0, ( )f x f x   在 2,( )x  内为增函数； 
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（II）由（I）
2

1
(0) 0, 0

2
g a x     ， 2

2 2(2 )a x x  +2  

     2 2 2

2 2 2 2 2 2 21 (2 ) 1f x x aln x x x x ln x      +2  

设    2 2 1
(2 2 ) 1 ( )

2
h x x x x ln x x      ， 

则      2 2(2 1) 1 2 2(2 1) 1h x x x ln x x x ln x           

⑴当
1

( ,0)
2

x  时，   0, ( )h x h x   在
1

[ ,0)
2

 单调递增； 

⑵当 (0, )x  时，   0h x  ， ( )h x 在 (0, ) 单调递减。 

 
1 1 1 2ln 2

( ,0) , ( )
2 2 4

x h x h


     当 时  

故  2 2

1 2 2
( )

4

In
f x h x


  ．w.w.w.k.s .5.u.c.o. 

12.(2010.I.22) 设函数   1 xf x e  ． 

（Ⅰ）证明：当 x＞-1时，  
1

x
f x

x



； 

（Ⅱ）设当 0x  时，  
1

x
f x

ax



，求 a 的取值范围． 

分析：【命题意图】本题主要考查导数的应用和利用导数证明不等式，考查考生综合运

用知识的能力及分类讨论的思想，考查考生的计算能力及分析问题、解决问题的能力. 

【参考答案】 
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【点评】导数常作为高考的压轴题，对考生的能力要求非常高，它不仅要求考生牢固掌握基

础知识、基本技能，还要求考生具有较强的分析能力和计算能力.估计以后对导数的考查力度

不会减弱。作为压轴题，主要是涉及利用导数求最值解决恒成立问题，利用导数证明不等式

等，常伴随对参数的讨论，这也是难点之所在. 

13.(2011.I.9) 由曲线 y x ，直线 2y x  及 y 轴所围成的图形的面积为    (      ) 

A. 
10

3
              B. 4                 C. 

16

3
               D. 6 

分析：用定积分求解
4 3

2 42
0

0

2 1 16
( 2) ( 2 ) |

3 2 3
s x x dx x x x       ，选 C.  
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14.(2011.I.11) 设函数 ( ) sin( ) cos( )( 0, )
2

f x x x


           的最小正周期为 ，且

( ) ( )f x f x  ，则                                                   (      ) 

   A. ( )f x 在 0,
2

 
 
 

单调递减                 B. ( )f x 在
3

,
4 4

  
 
 

单调递减 

   C. ( )f x 在 0,
2

 
 
 

单调递增                D. ( )f x 在
3

,
4 4

  
 
 

单调递增 

分析： ( ) 2 sin( )
4

f x x


    ，所以 2  ，又 f(x)为偶函数，

,
4 2 4

k k k z
  

           ， ( ) 2 sin(2 ) 2 cos2
2

f x x x


    ，选 A 

15.(2011.I.21) 已知函数
ln

( )
1

a x b
f x

x x
 


，曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程为

2 3 0x y   。 

（Ⅰ）求 a、b 的值； 

（Ⅱ）如果当 0x  ，且 1x  时，
ln

( )
1

x k
f x

x x
 


，求 k 的取值范围 

分析：（Ⅰ）
2 2

1
( ln )

'( )
( 1)

x
x

bxf x
x x






 
 ，

由于直线 2 3 0x y   的斜率为
1

2
 ，且过点 (1,1)，

故

(1) 1,

1
'(1) ,

2

f

f





 


即

1,

1
,

2 2

b

a
b





  


   解得 1a  ， 1b  。 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知
ln 1

f ( )
1

x
x

x x
 


，所以

2

2

ln 1 ( 1)( 1)
( ) ( ) (2ln )

1 1

x k k x
f x x

x x x x

 
   

 
。 

考虑函数 ( ) 2lnh x x 
2( 1)( 1)k x

x

 
( 0)x  ，则

2

2

( 1)( 1) 2
'( )

k x x
h x

x

  
 。 

(i)设 0k  ，由
2 2

2

( 1) ( 1)
'( )

k x x
h x

x

  
 知，当 1x  时， '( ) 0h x  ，h(x)递减。而 (1) 0h  故当

(0,1)x 时， ( ) 0h x  ，可得
2

1
( ) 0

1
h x

x



； 

当 x（1，+）时，h（x）<0，可得
21

1

x
 h（x）>0 

从而当 x>0,且 x 1 时，f（x）-（
1

ln

x

x
+

x

k
）>0，即 f（x）>

1

ln

x

x
+

x

k
. 
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（ii）设 0<k<1.由于 2( 1)( 1) 2k x x   = 2( 1) 2 1k x x k    的图像开口向下，且

24 4( 1) 0k     ，对称轴 x=
1

1
1 k


 .

当 x（1，
k1

1
）时，（k-1）（x

2 
+1）+2x>0,故 'h  (x）>0,

而 h（1）=0，故当 x（1，
k1

1
）时，h（x）>0，可得

21

1

x
h（x）<0,与

题设矛盾。 

（iii）设 k 1.此时 2 1 2x x  ， 2( 1)( 1) 2 0k x x     'h （x）>0,而 h（1）=0，故当 x（1，

+）时，h（x）>0，可得
21

1

x
 h（x）<0,与题设矛盾。 

 综合得，k 的取值范围为（-，0] 

点评; 求参数的范围一般用离参法，然后用导数求出最值进行求解。若求导后不易得到极值

点，可二次求导，还不行时，就要使用参数讨论法了。即以参数为分类标准，看是否符合题

意。求的答案。此题用的便是后者。 

16.(2011.II.8) 曲线 2 1xy e  在点(0,2)处的切线与直线 0y  和 y x 围成的三角形的面积为 

(      ) 

A. 
1

3
               B. 

1

2
               C. 

2

3
                D. 1 

分析：A 

【命题意图】本题主要考查利用导数求切线方程和三角形面积公式. 

【解析】 ' 22 ,xy e  ∴曲线 2 1xy e  在点(0,2)处的切线的斜率 2,k   故切线方程是

2 2y x   ,在直角坐标系中作出示意图得围成的三角形的三个顶点分别为(0,0)、(1,0)、(
2

3
, 

2

3
)，∴三角形的面积是

1 2 1
1

2 3 3
S     . 

17.(2011.II.22) (I) 设函数
2

( ) ln(1 )
2

x
f x x

x
  


，证明：当 0x  时， ( ) 0f x  ； 

(II) 从编号 1 到 100 的 100 张卡片中每次随即抽取一张，然后放回，用这种方式连续抽取 20

次，设抽得的 20 个号码互不相同的概率为 p .证明： 19

2

9 1
( )
10

p
e

   

分析：【命题意图】本题为导数、概率与不等式的综合,主要考查导数的应用和利用导数

证明不等式.考查考生综合运用知识的能力及分类讨论的思想，考查考生的计算能力及分析问

题、解决问题的能力. 

【解析】(I) 
2

'

2
( )

( 1)( 2)

x
f x

x x


 
        …………………………2分 
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当 0x  时, '( ) 0f x  ,所以 ( )f x 为增函数,又 (0) 0f  ,因此当 0x  时, ( ) 0f x  .   ……5分 

(II) 
20

100 99 98 81

100
p

   
 . 又 2 2 299 81 90 ,98 82 90 , 91 89 90 ,       所以 199

( )
10

p  . 

由(I)知: 当 0x  时,
 

2
ln(1 )

2

x
x

x
 

    
因此    

2
( 1 ) l n ( 1 ) 2x

x
   .

 

在上式中,令
1

9
x  ,则 19

10
ln 2

9
 ,即 19 210

( )
9

e .所以 19

2

9 1
( )
10

p
e

     …………12分 

【点评】导数常作为高考的压轴题，对考生的能力要求非常高，它不仅要求考生牢固掌握基

础知识、基本技能，还要求考生具有较强的分析能力和计算能力 .估计以后对导数的考查力度

不会减弱.作为压轴题，主要是涉及利用导数求最值解决恒成立问题，利用导数证明不等式等，

有时还伴随对参数的讨论，这也是难点之所在. 

18.(2012.I.12) 设点P 在曲线
1

2

xy e 上，点Q在曲线 ln(2 )y x 上，则 PQ 最小值为(      ) 

( )A 1 ln 2           ( )B  2(1 ln 2)       ( )C  1 ln 2           ( )D 2 ( 1 l n 2 )  

分析：选 A  

函数
1

2

xy e 与函数 ln(2 )y x 互为反函数，图象关于 y x 对称 

函数
1

2

xy e 上的点
1

( , )
2

xP x e 到直线 y x 的距离为

1

2

2

xe x

d



  

设函数 min min

1 1 1 ln 2
( ) ( ) 1 ( ) 1 ln 2

2 2 2

x xg x e x g x e g x d


           

由图象关于 y x 对称得： PQ 最小值为 min2 2(1 ln 2)d    

19.(2012.I.21) 已知函数 ( )f x 满足满足 1 21
( ) (1) (0)

2

xf x f e f x x   ； 

（1）求 ( )f x 的解析式及单调区间； 

（2）若 21
( )

2
f x x ax b   ，求 ( 1)a b 的最大值。 

分析：（1） 1 2 11
( ) (1) (0) ( ) (1) (0)

2

x xf x f e f x x f x f e f x           

令 1x  得： (0) 1f  ， 1 2 11
( ) (1) (0) (1) 1 (1)

2

xf x f e x x f f e f e            

得： 21
( ) ( ) ( ) 1

2

x xf x e x x g x f x e x         

( ) 1 0 ( )xg x e y g x      在 x R 上单调递增 
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( ) 0 (0) 0, ( ) 0 (0) 0f x f x f x f x            得： ( )f x 的解析式为 21
( )

2

xf x e x x    

且单调递增区间为 (0, ) ，单调递减区间为 ( ,0)  

  （2） 21
( ) ( ) ( 1) 0

2

xf x x ax b h x e a x b         得 ( ) ( 1)xh x e a     

 ①当 1 0a  时， ( ) 0 ( )h x y h x    在 x R 上单调递增 

   x 时， ( )h x 与 ( ) 0h x  矛盾 

②当 1 0a  时， 0xb e b    

③当 1 0a  时， ( ) 0 ln( 1), ( ) 0 ln( 1)h x x a h x x a          

得：当 ln( 1)x a  时， min( ) ( 1) ( 1)ln( 1) 0h x a a a b        

2 2( 1) ( 1) ( 1) ln( 1)( 1 0)a b a a a a         令 2 2( ) ln ( 0)F x x x x x   ；则 ( ) (1 2ln )F x x x    

( ) 0 0 , ( ) 0F x x e F x x e         

当 x e 时， max( )
2

e
F x  ；当 1,a e b e   时， ( 1)a b 的最大值为 

20.(2012.II.20) 设函数 ( ) cos , [0, ]f x ax x x    。 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）设 ( ) 1 sinf x x  ，求 a的取值范围。 

分析：【命题意图】本试题考查了导数在研究函数中的运用。第一就是函数中有三角函

数，要利用三角函数的有界性，求解单调区间。另外就是运用导数证明不等式问题的构造函

数思想的运用。 

解： ( ) sinf x a x   。 

（Ⅰ）因为 [0, ]x  ，所以0 sin 1x  。 

当 1a  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 [0, ]x  上为单调递增函数； 

当 0a  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 [0, ]x  上为单调递减函数； 

当 0 1a  时，由 ( ) 0f x  得 sin x a ， 

              由 ( ) 0f x  得0 arcsinx a  或 arcsin a x    ； 

              由 ( ) 0f x  得 arcsin arcsina x a   。 

   所以当 0 1a  时 ( )f x 在[0,arcsin ]a 和[ arcsin , ]a  上为为单调递增函数；在

[arcsin , arcsin ]a a  上为单调递减函数。 
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（Ⅱ）因为 ( ) 1 sin cos 1 sin 1 sin cosf x x ax x x ax x x           

当 0x  时，0 1 sin0 cos0 0    恒成立 

当0 x   时，
min

1 sin cos 1 sin cos
1 sin cos [ ]

x x x x
ax x x a a

x x

   
        

令
1 sin cos

( ) (0 )
x x

g x x
x


 

   ，则 

2 2

(cos sin ) 1 sin cos (1 )cos ( 1)sin 1
( )

x x x x x x x x x
g x

x x

       
    

又令 ( ) (1 )cos ( 1)sin 1c x x x x x     ，则 

( ) cos (1 )sin sin ( 1)cos (sin cos )c x x x x x x x x x x           

则当
3

(0, )
4

x


 时， sin cos 0x x  ，故 ( ) 0c x  ， ( )c x 单调递减 

当
3

( , ]
4

x


 时， sin cos 0x x  ，故 ( ) 0c x  ， ( )c x 单调递增 

所以 ( )c x 在 (0, ]x  时有最小值
3

( ) 2 1
4

c


   ，而 

0
lim ( ) (1 0)cos0 (0 1)sin 0 1 0
x

c x


      ， lim ( ) ( ) (1 ) 1 0
x

c x c


 


       

综上可知 (0, ]x  时， ( ) 0 ( ) 0c x g x   ，故 ( )g x 在区间 (0, ] 单调递 

所以 min

2
[ ( )] ( )g x g 


  ，故所求 a的取值范围为

2
a


 。 

另解：由 ( ) 1 sinf x x  恒成立可得
2

( ) 1 1 1f a a 


       

令
2

( ) sin (0 )
2

g x x x x



    ，则

2
( ) cosg x x


    

当
2

(0,arcsin )x


 时， ( ) 0g x  ，当
2

(arcsin , )
2

x



 时， ( ) 0g x   

又 (0) ( ) 0
2

g g


  ，所以 ( ) 0g x  ，即
2

sin (0 )
2

x x x



   故当

2
a


 时，有

2
( ) cosf x x x


   

①当0
2

x


  时，
2

sinx x


 ，cos 1x  ，所以 ( ) 1 sinf x x   

②当
2

x


  时，
2 2

( ) cos 1 ( ) sin( ) 1 sin
2 2

f x x x x x x
 

 
          

综上可知故所求 a的取值范围为
2

a


 。 

【点评】试题分为两问，题词面比较简单，给出的函数比较新颖，因为里面还有三角函数，

这一点对于同学们来说有点难度，不同于平时的练习题，相对来说做得比较少。但是解决的

关键还是要看导数的符号，求解单调区间。第二问中，运用构造函数的思想，证明不等式，

一直以来是个难点，那么这类问题的关键是找到合适的函数，运用导数证明最值大于或者小

于零的问题得到解决。 
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21.(2013.I.21) 已知函数 ( )f x ＝ 2x ax b  ， ( )g x ＝ ( )xe cx d ，若曲线 ( )y f x 和曲线 ( )y g x

都过点 P(0，2)，且在点 P 处有相同的切线 4 2y x   

（Ⅰ）求 a，b ， c， d 的值； 

（Ⅱ）若 x ≥－2 时， ( )f x ≤ ( )kg x ，求 k 的取值范围.  

分析：（Ⅰ）由已知得 (0) 2, (0) 2, (0) 4, (0) 4f g f g     ， 

而 ( )f x = 2x b ， ( )g x = ( )xe cx d c  ，∴a =4，b =2，c =2，d =2；……4分[来源:Zxxk.Com] 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知， 2( ) 4 2f x x x   ， ( ) 2 ( 1)xg x e x  ， 

设函数 ( )F x = ( ) ( )kg x f x = 22 ( 1) 4 2xke x x x    （ 2x   ）， 

( )F x = 2 ( 2) 2 4xke x x   = 2( 2)( 1)xx ke  ，有题设可得 (0)F ≥0，即 1k  ， 

令 ( )F x =0 得， 1x = ln k ， 2x =－2， 

（1）若 21 k e  ，则－2＜ 1x ≤0，∴当 1( 2, )x x  时， ( )F x ＜0，当 1( , )x x  时， ( )F x ＞

0，即 ( )F x 在 1( 2, )x 单调递减，在 1( , )x  单调递增，故 ( )F x 在 x = 1x 取最小值
1( )F x ，而

1( )F x = 2

1 1 12 2 4 2x x x    = 1 1( 2)x x  ≥0，∴当 x ≥－2 时， ( )F x ≥0，即 ( )f x ≤ ( )kg x 恒成立， 

(2)若 2k e ，则 ( )F x =
2 22 ( 2)( )xe x e e  ， 

∴当 x ≥－2 时， ( )F x ≥0，∴ ( )F x 在(－2,+∞)单调递增，而 ( 2)F  =0， 

∴当 x ≥－2 时， ( )F x ≥0，即 ( )f x ≤ ( )kg x 恒成立， 

(3)若 2k e ，则 ( 2)F  = 22 2ke  =
2 22 ( )e k e  ＜0， 

∴当 x ≥－2 时， ( )f x ≤ ( )kg x 不可能恒成立， 

综上所述， k 的取值范围为[1,
2e ]. 

22.(2013.II.10) 已知函数 3 2( )f x x ax bx c    ，下列结论中错误的是      (      ) 

A. 0x R， 0( ) 0f x 
   

                B. 函数 ( )y f x 的图像是中心对称图形 

C. 若 0x 是 ( )f x 的极小值点，则 ( )f x 在区间 0( , )x 上单调递减 
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D. 若
0x 是 ( )f x 的极值点，则

0'( ) 0f x   

分析：C.  

23.(2013.II.21) 已知函数 )ln()( mxexf x  ． 

（Ⅰ）设 0x  是 ( )f x 的极值点，求m ，并讨论 ( )f x 的单调性； 

（Ⅱ）当 2m  时，证明 ( ) 0f x  ． 

分析： 

 

24.(2014.I.11) 已知函数 ( )f x = 3 23 1ax x  ， 若 ( )f x 存在唯一的零点 0x ，且 0x ＞0，则a的取

值范围为                                                          (      ) 

A .（2，+∞）       B .（-∞，-2）        C .（1，+∞）        D .（-∞，-1） 

分析：C.  

25.(2014.I.21) 设函数
1

( 0 ln
x

x be
f x ae x

x



  ，曲线 ( )y f x 在点（1， (1)f 处的切线为

( 1) 2y e x   . (Ⅰ)求 ,a b； （Ⅱ）证明： ( ) 1f x  . 

分析： 
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1 1

2
( ) '( ) 1 .

(1) 2, '(1) . a 1, 2.

x x x xa b b
f x f x ae nx e e e

x x x

f f e b

     

   

（I）函数 的定义域为(0,+ ),

由题意可得 故

    ……5分 

12 2
( ) 1 , ( ) 1 1 .

( ) 1 , '( ) 1 .

x x xf x e n e f x x nx xe
x e

g x x nx g x nx

     

 

（II）由（I）知 从而 等价于

设函数 则

 

1 1
(0, ) '( ) 0; ( , ) '( ) 0.x g x x g x

e e
    所以当 时， 当 时，  

1 1
( ) , ( )

1 1
.

g x g x
e e

e e

 故 在（0, ）单调递减，在（ ）单调递增，从而 在(0, )的最小值为

g( )=-

  …8分 

2
( ) , '( ) (1 ).

(0,1) '( ) 0; (1, ) '( ) 0. ( )

1
( ) (0, ) (1) .

0 ( ) ( ), ( ) 1.

x xh x xe h x e x
e

x h x x h x h x

h x h
e

x g x h x f x

    

    

   

  

设函数 则

所以当 时 当 时， 故 在（0,1）单调递增，

在(1,+ )单调递减，从而 在 的最大值为

综上，当 时， 即

   ……12 分 

26.(2014.II.8) 设曲线 y=ax-ln(x+1)在点(0,0)处的切线方程为 y=2x，则 a=    (      ) 

A. 0                B. 1                 C. 2                 D. 3 

分析：D.  

27.(2014.II.12) 设函数   3sin xf x
m
 .若存在  f x 的极值点 0x 满足  

2
2 2

0 0x f x m    ，则

m 的取值范围是                                                     (      ) 

A.    , 6 6,      B.    , 4 4,       C.    , 2 2,       D.    , 1 4,     

分析：C.  

28.(2014.II.21) 已知函数  f x = 2x xe e x  zxxk 

（Ⅰ）讨论  f x 的单调性； 

（Ⅱ）设      2 4g x f x bf x  ，当 0x  时，   0g x  ,求b 的最大值； 

（Ⅲ）已知1.4142 2 1.4143  ，估计 ln2 的近似值（精确到 0.001） 

分析：（I） '( )f x = 2 0x xe e   ，等号仅当 0x  时成立。所以 ( )f x 在 ( , )   

（Ⅱ） ( )g x = 2 2(2 ) 4 ( ) 4 ( ) (8 4)x x x xf x bf x e e b e e b x         

'( )g x =
2 22 2 ( ) (4 2)x x x xe e b e e b        = 2( 2)( 2 2)x x x xe e e e b       
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（i）当 2b  时， '( )g x ≥0，等号仅当 0x  时成立，所以 ( )g x 在 ( , )  单调递增。而 (0)g =0，

所以对任意 0, ( ) 0x g x ；        

（ii）当 2b 时，若 x满足2 x xe e 2 2b ，即 20 ln( 1 2 )x b b b   时 

'( )g x ＜0.而 (0)g =0，因此当 20 ln( 1 2 )x b b b    时， ( )g x ＜0. 

综上，b 的最大值为 2. 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知，
3

(ln 2) 2 2 2(2 1) ln 2
2

g b b    . 

当 b=2 时，
3

(ln 2) 4 2 6ln 2
2

g    ＞0； ln 2＞
8 2 3

12


＞0.6928； 

当
3 2

1
4

b   时， 2ln( 1 2 ) ln 2b b b    ， (ln 2)g =
3

2 2 (3 2 2) ln 2
2

    ＜0， 

ln 2＜
18 2

28


＜0.6934 

所以 ln 2的近似值为 0.693. 

29.(2015.I.12) 设函数 ( )f x = (2 1)xe x ax a   ,其中 a 1，若存在唯一的整数 0x ，使得 0( )f x 0，

则 a的取值范围是                                                   (      ) 

A. [-
3

2e
，1）        B. [-

3

2e
，

3

4
）        C. [

3

2e
，

3

4
）        D. [

3

2e
，1） 

【答案】D 
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【名师点睛】对存在性问题有三种思路，思路 1：参变分离，转化为参数小于某个函数（或

参数大于某个函数），则参数该于该函数的最大值（大于该函数的最小值）；思路 2：数形

结合，利用导数先研究函数的图像与性质，再画出该函数的草图，结合图像确定参数范围，

若原函数图像不易做，常化为一个函数存在一点在另一个函数上方，用图像解；思路 3：分

类讨论，本题用的就是思路 2. 

30.(2015.I.21) 已知函数 f（x）= 3 1
, ( ) ln

4
x ax g x x    .[来源:Zxxk.Com] 

(Ⅰ)当 a 为何值时，x 轴为曲线 ( )y f x  的切线； 

（Ⅱ）用min   ,m n  表示 m,n 中的最小值，设函数 ( ) min ( ), ( ) ( 0)h x f x g x x   ，讨论 h

（x）零点的个数. 

【答案】（Ⅰ）
3

4
a  ；（Ⅱ）当

3

4
a   或

5

4
a   时， ( )h x 由一个零点；当

3

4
a   或

5

4
a  

时， ( )h x 有两个零点；当
5 3

4 4
a    时， ( )h x 有三个零点. 

 (ⅱ)若 3 0a   ，则 ( )f x 在（0，
3

a
 ）单调递减，在（

3

a
 ，1）单调递增， 
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故当 x =
3

a
 时， ( )f x 取的最小值，最小值为 ( )

3

a
f  =

2 1

3 3 4

a a
  . 

①若 ( )
3

a
f  ＞0，即

3

4
 ＜ a＜0， ( )f x 在（0,1）无零点. 

 

31.(2015.II.21) 设函数 2( ) mxf x e x mx   ． 

(Ⅰ) 证明： ( )f x 在 ( ,0) 单调递减，在 (0, ) 单调递增； 

（Ⅱ）若对于任意 1 2, [ 1,1]x x   ，都有 1 2( ) ( ) 1f x f x e   ，求m 的取值范围． 

【答案】(Ⅰ)详见解析；（Ⅱ）[ 1,1] ． 

【解析】(Ⅰ) '( ) ( 1) 2mxf x m e x   ． 

若 0m  ，则当 ( ,0)x  时， 1 0mxe   ， '( ) 0f x  ；当 (0, )x  时， 1 0mxe   ， '( ) 0f x  ． 

若 0m  ，则当 ( ,0)x  时， 1 0mxe   ， '( ) 0f x  ；当 (0, )x  时， 1 0mxe   ， '( ) 0f x  ． 

所以， ( )f x 在 ( ,0) 单调递减，在 (0, ) 单调递增． 
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【考点定位】导数的综合应用． 

【名师点睛】(Ⅰ)先求导函数 '( ) ( 1) 2mxf x m e x   ，根据m 的范围讨论导函数在 ( ,0) 和

(0, ) 的符号即可；（Ⅱ） 1 2( ) ( ) 1f x f x e   恒成立，等价于 1 2 max
( ) ( ) 1f x f x e   ．由 1 2,x x

是两个独立的变量，故可求研究 ( )f x 的值域，由(Ⅰ)可得最小值为 (0) 1f  ，最大值可能是

( 1)f  或 (1)f ，故只需
(1) (0) 1,

( 1) (0) 1,

f f e

f f e

  


   
，从而得关于m 的不等式，因不易解出，故利用导

数研究其单调性和符号，从而得解． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


